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Viˇse dokaza jedne poznate trigonometrijske
nejednakosti u trokutu
Sˇefket Arslanagic´∗ Alija Muminagic´†
Sazˇetak. U radu se daje sedam raznih dokaza jedne trigonometrij-
ske nejednakosti o trokutu. Ta nejednakost je znacˇajna za dokazivanje
drugih nejednakosti. Korisˇtene su razne tehnike kod ovih dokaza.
Kljucˇne rijecˇi: trigonometrijska nejednakost, razni dokazi, nejed-
nakost C-B-S (Cauchy-Buniakovski-Schwarz), aritmeticˇka i harmoni-
jska sredina i nejednakost izmed¯u njih, nejednakost Eulera, konveksna
funkcija, Jensenova nejednakost
More proofs of one well-known trigonometric inequality in triangle
Abstract. In this paper we give seven diﬀerent proofs for one
trigonometric inequality for triangle. This inequality is important for
proving other inequalities. We used diﬀerent methods in this proofs.
Key words: trigonometric inequality, diﬀerent proofs, inequality C-
B-S (Cauchy-Buniakovski-Schwarz), inequality between arithmetic and
harmonic mean, Euler’s inequality, convex function, Jensen’s inequality
Dokazivanje nejednakosti u matematici veoma je zanimljiv i kreativan posao.
Pri tome dolaze do izrazˇaja razne ideje koje cˇesto dovode do rezultata. Naravno,
tko to zˇeli realizirati mora biti solidno upuc´en u razna podrucˇja matematike i dife-
rencijalnog racˇuna.
U ovom cˇlanku pokazat c´emo razne dokaze jedne poznate trigonometrijske ne-
jednakosti koja cˇesto ima primjenu kod dokazivanja drugih nejednakosti. Rijecˇ je o











gdje su α, β i γ unutrasˇnji kutovi trokuta.
Kod dokaza ove nejednakosti koristit c´emo neke druge poznate jednakosti i ne-
jednakosti cˇiji se dokazi mogu nac´i u [1], [2] i [3]. To su sljedec´e jednakosti i
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R ≥ 2r (Nejednakost Eulera), (6)













gdje su r i R polumjeri upisane i opisane kruzˇnice trokuta, s je poluopseg trokuta.
Dokaz 1. Koristec´i poznatu nejednakost izmed¯u aritmeticˇke i geometrijske








































































































































, a odavde α = β = γ
(jednakostranicˇni trokut).






= y i tg
γ
2
= z, jednakost (2) postaje
xy + yz + zx = 1. (9)
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Sada iz nejednakosti
2(x2 + y2 + z2)− 2(xy + yz + zx) = (x− y)2 + (y − z)2 + (x− z)2 ≥ 0
i jednakosti (9) slijedi:
2(x2 + y2 + z2) − 2 ≥ 0, tj.












a ovo je nejednakost (1) koju je trebalo dokazati.
Dokaz 3. Nadalje, spomenimo vrlo bitnu C-B-S (Cauchy-Buniakovski-Schwarz)
nejednakost koju c´emo iskoristiti u sljedec´em dokazu. Za n = 3, ona glasi
(a1b1 + a2b2 + a3b3)2 ≤ (a21 + a22 + a23)(b21 + b22 + b23),
gdje su a1, a2, a3, b1, b2, b3 ∈ R.

















































































1 + cos β
+
1
1 + cos γ
)
− 3. (10)
Stavimo da je x = 1+ cosα, y = 1 + cos β, z = 1 + cos γ; (x, y, z > 0).
Aritmeticˇka sredina tih brojeva je
A3 =
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1 + cos γ
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1 + cos β
+
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⇔ M + 3 ≥ 4
⇔ M ≥ 1,
a to smo i trebali pokazati.












































≥ (1− cosα)2 + (1− cos β)2 + (1− cos γ)2 =
= 3 + cos2 α + cos2 β + cos2 γ − 2(cosα + cos β + cos γ) (4)=
(4)
= 3 + 2 cos2
α
2
− 1 + 2 cos2 β
2






































Time smo dokazali nejednakost (1).











































B2 = A + 2,
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a odavde zbog (8):






− 2 = 1,
a to smo i trebali dokazati.















































− 2 = 3− 2 = 1.





; x ∈ 〈0, π〉.
Imamo



































> 0 za sve x ∈ 〈0, π〉.
Dakle, dana funkcija f(x) = tg2
x
2
je konveksna za sve x ∈ 〈0, π〉, pa na osnovu
Jensenove nejednakosti za n = 3 imamo
1
3
[f(x1) + f(x2) + f(x3)] ≥ f
(









































1Detalji o Jensenovoj nejednakosti nalaze se u [2].












































Time je nejednakost (1) u potpunosti dokazana.
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